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Ejercicios de Analisis Complejo

Representacion conforme y transformaciones de Mobius

. Pruébese que toda transformacion de Mdbius, distin@idemtidad, tiene uno o dos puntos
fijos enC. Determinense todas las las transformaciones de Mébiutienes:

a) o como Unico punto fijo,
b) 0 eco como puntos fijos.
Dados dos numeros complejos distingog b, héllese la ecuacién general de todas las cir-
cunferencias respecto de las cuaesb son simétricos. Pruébese que cualquier circunfe-

rencia que pase p@ary b es ortogonal a cualquier circunferencia respecto de laayd
son simeétricos.

Determinense todos los isomorfismos conformes del paoairante sobre el disco unidad.

Obténganse un isomorfismo conforme del primer cuadrabte $a mitad superior del disco
unidad.
Determinese, en cada uno de los siguientes casos, larirdabgominioQ por la transfor-
maciong :
a) Q={zeC:Rez>0,Imz>0}, ¢(2) = i—l:
b) Q={zeC:|4 <1, Imz>0}, ¢(2) = 2z |
N ' ’ ’ 24z
T z
Q= : - -
C) {zeC:0<argz< 4}, d(2) 1
-1
d Q={zeC:0<Rez< 1}, ¢(2) = sz
z
e) Q={zeC:1< |7 <2}, ¢(2) = 71

. Encuéntrese una transformacién de Moébius que apliqueédanéerencia unidad en una
recta vertical, el punto 4 en 0y la circunferencia de centygddio 2 en si misma.

Encuéntrese una transformacion de Mobius que apliqueclanéerencia unidad sobre la de
centro 1y radio 2, deje fijo el puntel y lleve el punto 0 ai.

Pruébese que el domin@= {ze C: Rez> 0, |z— 2| > 1} es isomorfo al anillAA(0;p, 1)
para conveniente valor gecon 0< p < 1.

. Pruébese que el dominfo = {zeC : |z <5, |z— 2| > 2} es isomorfo al anillcA(O;p, 1)

para conveniente valor gecon 0< p < 1.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Seap una transformacion de Mobius con dos puntos fids< C. Pruébese qué puede

expresarse de la forma:
¢(z)—a ,z-a
d(z)—-b "z—-b

para conveniente valor dec C*. Dedlzcase que:

a) Toda recta o circunferencia que paseggib se aplica po en si misma si, y sélo sk

es real.
b) Toda recta o circunferencia respecto de la auab sean puntos simétricos se aplica por

¢ en si misma si, y s6lo sip| = 1.

Hallese una transformacion de Mdbius que deje invarintircunferencia de centro 0 y
radio 5 y tenga 5 como unico punto fijo.

Construyase un isomorfismo conforme(tiesobreQ, en cada uno de los siguientes casos:

a) Q1 ={zeC":|argz < /4}, Q,=D(0,1)

b) Q1 ={zeC:|z—1 <2, |z+ 1] < V2}, Q,=D(0,1)

0) Q1 ={zeC:Rez>0,|z— 1] <2}, Q,=D(0,1)

d) Q1={zeC:|z<1,Imz>0}, Qy={zeC:Ilmz> 0}

e Oy ={zeC:0<argz< ,0< |7 <1}, Q2=D(0,1)

f) Q1 =D(0,1)N{zeC:|z+iV3| > 2}, Qo= {zeC:Imz> 0}
g) Q1 =C\{xeR:x<1}, Q,=D(0,1)

h) Q;=C\{xeR:|x >1}, Q,=D(0,1)

) Q1 ={zeC:|7 <1,]2z—1] > 1}, Q,=D(0,1)

Seaf una funcién holomorfa en el disco unidad, verificando qu@) = 1, f'(0) =2i y
1
Ref(z) > 0 para todenD(0,1). Pruébese qué(z) = 1%5 para todaze D(0,1)

Sean & r < R, 0< s< Sy ab dos numeros complejos. Pruébese que para que exista
una transformacion de Moébius que aplique el andl@;r,R) sobre el anilloA(b;s,S) es
condicion necesaria y suficiente gegr = S/s.

¢ Puede existir un isomorfismo conforme entre los ami{6s0,1) y A(0O; 1,2)? Justifiquese

la respuesta.

Seanf y g transformaciones de Mdbius ninguna de ellas igual a laidiht Estidiese la
relacion existente entre las afirmaciones siguientes:

a) f y g conmutan, es decif,(g(z)) = g(f(2)) para todaze C.

b) f y g tienen los mismos puntos fijos.
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17. Pruébese que una funcion holomorfa del disco unidadreissio que tiene dos puntos fijos
es igual a la identidad.

18. Construyase un isomorfismo conforme del dominio
Q={zeC:|z—-1 <1 |z—i| <1}
sobre el disco unidad.
19. Pruébese que, para conveniente valgs den 0< p < 1, el dominio
Q={zeC:Rez>0,|z—-1]| > p}

es isomorfo al anilloA(0;1,2) y describanse todas las transformaciones de Mobius que
aplicanQ sobreA(0;1,2).

20. Construyase un isomorfismo conforme del dominio
Q={zeC:|4>2 |z—V2| <V2}
sobre la mitad del disco unidad abierto que esta contenighsmiplano superior.

21. Constrayase un isomorfismo conforme del dominio

1—i 1
Q=4zeC:Im(z) <0, |z— —| > —
{ @ 2 ‘ x/i}

sobre el disco unidad abierto.

22. Constrayase un isomorfismo conforme del dominio

z+§i >§
4 4

sobre la mitad del disco unidad abierto que esta contenighsmiplano superior.

Q:{ze@:|z|<1,

23. Construyase un isomorfismo conformpedel dominio
. T
Q= {ZE(C larg(z)| < 4}

sobre el disco unidad, verificando gp€l) =0y §(2) = % Justifiqguese que tal isomorfismo
es unico.



